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" N0 planu k rozvrhiim

= Planovani se zabyva predevsim
kauzalnimi vztahy mezi akcemi a otazkou
vybéru akci pro dosazeni daného cile.

m Rozvrhovani se soustredi na alokaci
naplanovanych akci v ¢ase a prostoru.

Co délat? Jak a kdy to udélat?

o= [ = " = () =

m Nekdy je vhodnégjsi obe ulohy resit najednou.

Napriklad pokud existuje hodné pland, ale jen
malo z nich ma pripustny rozvrh
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" IS Rozvrhovaci problem

Rozvrhovani se zabyva optimalni alokaci zdrojti
dané mnozine uloh v Case.

Priklad (sestaveni bicyklu dvéma pracovniky):

Ulohy maji pevné danou délku trvani, musi se provést
bez preruseni a jsou mezi nimi precedencni podminky

Rozvrh minimalizujici ¢as ukonceni posledni Glohy
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" ST Kl asifikace problému

m Rozvrhovaci komunita pouziva pro popis
problém{* tzv. Grahamovu notaci.

* pouzivaji se pouze unarni zdroje

Charakteristika Charakteristika Kritérium
zdroju uloh optimalizace
Popisuje zptsob Popisuje omezeni Urcuje zvolené
alokace Uloh na zdroje aplikovana na ulohy optimalizacni kritérium
* jednoznacny zdroj * povolena preempce
e alternativni zdroje e precedencni vztahy

e identické e ¢as spusténi

e uniformni e uzavérka

e rlzné e pouziti davek
e multi-operacni model

e job-shop,

e open-shop

o flow-shop
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" S Charakteristika uloh

Zpravidla hledame umisténi ulohy v Case:
Cas startu ulohy s(a)
= zdola nékdy omezen terminem dostupnosti (release date)
cas konce Glohy e(a)
= shora nékdy omezen uzavérkou (deadline)

= nekdy je definovan termin dokonceni §(a) (due date) jako
oCekavany konec ulohy

doba trvani ulohy p(a)

= konstantni nebo zavisla na zdroji (pokud je soucasti problému
alokace zdrojl)

m Predpokladame, ze v daneém Case bézi na zdroji
maximalné Jedna Uloha (unarn|/d|SJunkt|vn| zdroj)
uloha mize bézet bez moznosti preruseni (nepreemptivni)
= p(a) = e(a) —s(a)
ulohu je mozné prerusit provadénim jiné ulohy (preemptivni)
= p(a) = Z; p(a) < e(a) —s(a)

la | b [afel dfc] a |
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- Optimalizace

m V rozvrhovani se Casto nehleda pouze rozvrh spliujici dané
podminky, ale rozvrh v jistém sméru optimalni.

m Typické objektivni funkce pouzivaji nasledujici pojmy:

makespan C max{e(a)|acA}
lateness L e(a)-8(a)
earliness E max(0,5(a)-e(a))
tardiness ¢ max(0,e(a)-5(a))

absolutni odchylka D le(a)-5(a)|

Ctvercova odchylka S (e(a)-8(a))?

zpozdéna uloha U 0, pro e(a)<s(a)
1, jinak

m DalSi v praxi bézna kritéria:
minimalizace rekonfigurace zdrojl
minimalizace poctu pouzitych zdrojl
minimalizace maximalniho zatizeni zdroj
maximalizace poCtu rozvrzenych uloh
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" STradicni rozvrhovani
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Peter Brucker: Scheduling Algorithms,
Third Edition, Springer Verlag, 2001
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Rozvrhovani

s jednim zdrojem




o 1| rj I Lmax

m Problém rozvrhovani na jednom zdroji, kde
kazda Uloha ma termin dostupnosti (release
date) a termin dokonceni (due date). Cilem je
minimalizovat maximalni prekroceni terminu
splatnosti (lateness).

m Obecneé se jedna o NP-tézky problém.

m Pridani dalSich omezeni (identicky termin
dostupnosti resp. termin dokonceni) nebo
naopak zvyseni flexibility (preempce) mdze vést
k polynomialnimu problému.
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P olynomialni problemy

m vSechny ulohy maji identicky termin dostupnosti (r; = r)

pouzije se pravidlo EDD (earliest due date)
= Ulohy se usporadaji v neklesajicim poradi podle terminu dokonceni

m vSechny ulohy maji identicky termin dokonceni (§; = 5)

ulohy se usporadaji v neklesajicim poradi podle terminu dostupnosti

m je povolena preempce uloh

optimalni rozvrh se konstruuje podle pravidla EDD
= nejprve vybereme Ulohy s nejmensim terminem dostupnosti a z nich
zacneme provadeét Ulohu s nejmensim terminem dokonceni
= pokud tato Uloha skonci nebo v jejim pribéhu narazime na dalsi termin

dostupnosti néjaké ulohy, pokracovat bude Uloha, ktera v daném case
mlze bézet a ma nejmensi termin dokonceni

Priklad
dloha p; I 3;
1 2 0 8
2 [ 6 0 7
3 B 5 1 6
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A Obecny problém

1| r; | Li,ax je probléem NP-tézky
Pro reseni pouzijeme metodu veétvi a mezi

obecné exponencialni slozitost

rozvrh konstruujeme zleva postupnym vybérem uloh

= vétveni odpovida uloham, které mizeme do rozvrhu pridat na

dalsi misto Uvazujeme pouze takové tlohy j, pred
které nelze predradit jina dosud
nerozvrzena uloha bez odsunuti startu
tlohy j za sviij terminu dostupnosti.

—_— T 7 —

4’—’—’— |

3I_I_I_ |

1’—’—’— | ‘ 2I_I_I_ |

= potrebujeme znat dolni odhad reseni v kazdém podstromu

pokud je tento odhad vétsi nez dosud nalezené nejlepsi reseni
(mez), nemusime dany podstrom prohledavat
odhad ziskame relaxaci zbytku problému na 1| r,preempt | L.,

= uvédomme si, ze optimalni preemptivni rozvrh nebude mit

nikdy vétsi maximalni zpozdéni nez rozvrh bez preempce

pokud mame optlmalnl reseni problemu 1] r;, preempt | — které
nepouziva preempci, potom nemusime pokracovat v prohledavani
daného podstromu (lepsi rozvrh tam nebude)
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max

[ Pred 4 miize byt

" —Fiklad: 1] T | L

Dolni odhad je
horsi nez mez
(nalezené reseni)

Pred 3 miize byt
rozvrzena 2

rozvrzena 1 nebo 2

1I_l_l_
1 [04] L,=-4 2 [1,3] L,=-9
3 [4,5] 1 [37] L,=-1
4 [510] L,=0 4 [7,12] L,=2
3 [10,15] L;=4 3 [12,18] L;=7 uloha Pj K é‘)J
2 [15,17] L,=5
1 4 0 8
2 2 1 12
3 6 3 11
12, 13, 4 5 5 10
1 [04] L,=-4 1 [04] L,=-4
2 [46] L,=-6 3 [410] Ly;=-1
4 [6,11] L,=1 4 [10,15] L,=5 7 Y .
3 [11,17] L:=6 2 [1517] L:=5 Vysledny rozvrh: 1,3,4,2

dale nemusime pokracovat, protoze
o optimalni Feseni pro problém s preempci je nepreemptivni
¢ hodnota optimalniho reseni je stejna jako dolni odhad v rodicovském uzlu
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Rozvrhovani a

paralelni zdroje

" J 1 1
Paralelni zdroje
m Pro zpracovani uloh Casto existuje nékolik alternativnich
zdroju:

identickeé zdroje
= doba zpracovani Ulohy je na kazdém zdroji stejna
uniformni zdroje

= zakladni doba zpracovani Ulohy je nasobena koeficientem rychlosti
kazdého zdroje

m trva-li A 3-krat déle nez B na jednom zdroji, bude na Jlnem zdroji
pomer ]e]ICh doby zpracovam totozny (tedy 3/1), i kdyz vlastni doba
zpracovani se mlze na rlznych zdrojich liSit

riizné zdroje
= doby zpracovani Ulohy miZze byt na kazdém zdroji libovolna

= mUZe se stat, ze na jednom zdroji se A zpracuje rychleji nez B a na
jiném zdroji to bude naopak

Poznamka:

Mame-li alternativni zdroje pro preemptivni Glohu, mize tato
uloha po preruseni pokracovat v behu na dalsim zdroji (jednotlive
casti téze ulohy se ale nesmi v Case prekryvat).
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" A Pml preempt I Cmax

= Minimalizace makespanu preemptivnich
uloh s m identickymi alternativnimi zdroji.

= Dolni odhad makespanu
LB = max{max; p; (Z; p;)/m}

m Rozvrh s timto makespanem lIze sestrojit v Case
O(n), kde n je pocet uloh:
radime ulohy v libovolném poradi na jeden zdroj

ve chvili, kdy dosahneme LB, se Uloha rozdéli a zacne
bezet od zacatku na dalsim (zatim volnem) zdroji

diky p, < LB se dve Casti rozdélené ulohy nebudou
prekryvat
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" A Pml prec I Cmax

m Minimalizace makespanu n nepreemptivnich
uloh s m identickymi alternativnimi zdroji,
kde mezi ulohami existuji precedencni

vztahy.
Doba
8 zpracovani
o o O
Vztah
precedence

m P.| prec| C,.x n<m metoda kritické cesty
m P, | prec| C,.x. 2<m<n NP-tezky problém
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I Metoda kriticke cesty

Nékolik termin{ na Gvod:
volna uloha — miZe se (trochu) opozdit bez vlivu na makespan
kriticka Gloha — nem{ze se opozdit bez zvétSeni makespanu
kriticka cesta — mnozina kritickych uloh

Postup reseni
dopredna faze najde minimalni startovni (est) a koncoveé (ect)
Casy a hodnotu minimalniho makespanu Crnax
= zaCneme od Uloh, které nemaji predchldce: est;=0, ect;= =p;

= postupné zpracovavame ulohy, jejichz vSichni predchuda jiz byl
zpracovani: est;= =max;.; ect;, ect;=est;+p;

n C.x = Mmax; ect

zpétna faze najde maximalni startovni (Ist) a koncové (Ict) asy
= zaCneme od Uloh, které nemaji naslednika: Ict;=C,,.,s ISt;=C,,ax"Pi

= postupné zpracovavame ulohy, jejichZ vsichni nasledn|C| jiz byli
zpracovam Ict,= mm,<<J Ist;, Ist;=Ict;-p;

m overime, ze 0 = min; Ist;
ulohy, kde est.=lst, jsou kriticke.
kriticka cesta je retéz kritickych uloh zacinajici v ¢ase 0 a koncici

v Case C, -
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S—eEd: Pm | prec | C...

Doba
6°00O zpracovani

uloha |1 2 3 4 5 6 7 8 9

est 0 |4 0 3 6 13 (24 12 |24
ect 4 13 3 6 12 21 |32 24 |30
|st 3 7 0 3 6 16 24 12 26
|ct 7 16 |3 6 12 24 |32 24 |32

Kriticka
cesta
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Multi-operacni

rozvrhovani

" ~"Shop" problémy

= Uloha (job) je_Casto rozdélena do mensich operaci
multi-operacni (shop) model.
mezi operacemi mohou byt rlizné precedencni vztahy
zdroje jsou pro operace jednoznacné urceny

= Job-shop
operace v ramci ulohy jsou linearné usporadany
pro rlizné Ulohy mize byt rlizné poradi a réizny pocet operaci
zpravidla je kazdy zdroj pri zpracovani ulohy navstiven pouze jednou
= Flow-shop
specialni pripad job-shop
vSechny ulohy maji stejny pocet a stejné poradi operaci
napr. pasova vyroba
m Open-shop
jako flow-shop, ale bez usporadani operaci
napr. konfigurace produktu, kde nezalezi na poradi operaci
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" a——F|ow-shop a zdroje

Pri minimalizaci makespanu u flow-shop problému
existuje optimalni rozvrh, kde je poradi Gloh na
prvnich (poslednich) dvou zdrojich totozné.

necht’ k je pocCet uloh, jejichz operace jsou na zaatku rozvrhu
usporadané identicky na obou zdrojich

vezméme takovy optimalni rozvrh, ktery ma nejvétsi k
pokud je k rlizné od poctu uloh, nastava nasledujici situace:

 Te] . [o[o]
s ]

potom ale mdzeme operaci ulohy B na prvnim zdroji presunout
tésné za A a podobné mlzeme posunout operaci Ulohy B na
druhém zdroji blize k A

(o Jefe]| .. [p |

[+ [e ]

timto postupem se ale rozvrh urcité neprodlouzi, tj. dostali jsme
jiny optimalni rozvrh, ktery ma vétsi k
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" J F2| Icmax

m Flow-shop problém na dvou zdrojich s minimalizaci makespanu

kazda Uloha se sklada ze dvou operaci, prvni operace b&zi na prvnim zdroji
a druha operace na druhém zdroji

minimalizujeme ¢as dokonceni posledni Ulohy

m Podle predchozi véty se staci starat jen o poradi uloh, které pak
jednoznacné urci poradi operaci na jednotlivych zdrojich.

Postup reseni:
ulohy rozdélime do dvou mnozin:
= Ulohy, jejichZ operace na zdroji 1 je kratSi nez na zdroji 2
U= {] I p1]<p2]}
= Ulohy, jejichZ operace neni na zdroji 1 kratsi nez na zdroji 2
V= {J I p1] p2]}
ulohy v U uporadame v neklesajicim poradi podle py;
ulohy ve V uspofadame v nerostoucim poradi podle p,;
ulohy z V pridame za U, ¢imz je definovano poradi vSech uloh
rozvrh vygenerujeme zleva tak, ze kazdou operaci rozvrhneme do co
nejmensiho mozného startovniho Casu
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" T priklad: F2 I I Cmax

Uloha Pyi Pai
— |1 4 8
2 3 3
3 3 4
4 1 4
5 8 7 T
u: 4, .Z;’, 1' V: 5, ;
M, 4|3 1 5 2
M, 4 3 1 5 2
0 2:7
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" J
Job-shop

= Job-shop problém je specifikovan:
mnozinou m zdrojt

mnozinou n uloh
» kazda uloha se sklada z posloupnosti operaci, jejichz
pocet a poradi mlze byt rlizné pro rdizné ulohy
= zdroj a Cas zpracovani je pro kazdou operaci pevny
= pfi zpracovani ulohy se miize dany zdroj navstivit jednou
nebo vicekrat (re-cirkulace)

objektivni funkci

m Prevazne se jedna o NP-uplné problemy,
ktere patri mezi nejznamejsi klasicke rozvrhovaci
problemy.
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" S 32| n<2 | C,.,

Job-shop problém se dvéma zdroji, maximalné dvéma
operacemi na ulohu a minimalizaci makespanu.

m |ze resit polynomialné redukci na flow-shop se dvéma zdroji:

ulohy rozdélime do ¢ty mnozin:
m ulohy jejichZ jedina Uloha bézi na M,
I ulohy, jejichZ jedina uloha bézi na M,
I, ulohy, jejichZ prvni operace bézi na M, a druha na M,
n Iy, ulohy, jejichZ prvni operace bézi na M, a druha na M,
najdeme optimalni posloupnosti Uloh R, , a R, ; pro flow-shop problémy
s mnozinami I, ,al,, ’ ’
finalni rozvrh ziskdme takto:

= na zdroji M, nejprve rozvrhneme Ulohy I, , podle feSeni R, ,, nasledovat
budou ulohy I, v libovolnem poradi a na zaver budou ulohy I, ; podle reseni
RZ 1 ,

= na zdroji M, nejprve rozvrhneme Ulohy I, ; podle feSeni R, ;, nasledovat =~
budou ulohy I, v libovolném poradi a na zaver budou ulohy I, , podle feseni
Rl 2 ,

Je to optimalni rozvrh?

= Ano, protoze alespori jeden ze zdrojti pracuje bez preruseni (pokud oba, je
to jasne) a R, ; a R, ; jsou optimalni rozvrhy (pro pripad, ze nektery zdroj
bézi naprazdno)
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" - Disjunktivni graf

= Jak resit obecné job-shop problémyJm | | C__.?

m Problém i rozvrh m0zZeme kddovat v podobé disjunktivniho
grafu:
uzly odpovidaji operacim
» kazdy uzel ma prirazenu vahu rovnou délce operace

» dva dodatec¢né uzly Sa T s vahou 0
orientované hrany

= konjunktivni hrany popisuji precedence mezi operacemi
hrany z S vedou do operaci, které nemaji predchldce
z operaci, které nemaji naslednika, vedou hrany do T

= disjunktivni hrany spojuji operace rdiznych uloh provadéné na stejném

zdroji (jsou vzdy pritomny obe hrany)

disjunktivni hrany tvori v grafu kliky

4

Fl’lv<a|]K|,lie dané operace se musi néjak usporadat (na zdroji se nemohou
prekryvat)

) 4

) 4
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" «EE——— Hledani rozvrhu

Jak najit korektni rozvrh?

z kazdého paru disjunktnich hran se vybere jedna
hrana tak, aby ve vzniklém grafu nebyly cykly
» cyklus v grafu znamena neuskutecnitelny rozvrh

doba zpracovani rozvrhu (makespan) odpovida délce
nejdelsi cesty v grafu z S do T (méreno jako soucet vah
vrcholl na cesté)

= nasim cilem bude vybrat disjunktivni hrany tak, abychom
minimalizovali délku nejdelsi cesty (kriticka cesta)
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" ~EESHeuristicky algoritmus

m Job-shop rozvrhovani Jm | | C,,, je NP-aplny problém!

m Pro jeho reseni pouzijeme myslenku
z nelinearniho programovani:

vSechny proménné se drzi zafixované a podle zbyvajici
promeénné se optimalizuje (stejny postup se opakuje s dalSimi
promeénnymi)

= v nasem pripadé budeme kaZzdy zdroj optimalizovat samostatné

pro zvyseni Sanci na nalezeni dobrého resSeni je dobré brat
proménné/zdroje v poradi podle klesajici diilezitosti

m Potrebujeme odpoveédét na dvé otazky:
Jaky zdroj rozvrhovat jako prvni, druhy, ...?

Jak najit rozvrh pro zvoleny zdroj (kompatibilni se
zbytkem)?
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" o Rozvrzeni zdroje

m Necht' je Cast problému jiz vyreSena (mame graf, kde jsou
konjunktivni hrany a nékteré vybrané disjunktivni hrany).
m Pro kazdy zdroj X, ktery jesté neni rozvrzen, vyreSime
problém 1] r; | L, S Operacemi zdroje X, kde:
délka trvani p, operaci je dana plivodnim problémem
termin dostupnosti r, (release date) je rovny délce nejdelsi cesty
z S do dané operace i
termin dokonceni (due date) operace i je rovny
8; = nejdelsi_cesta(S,T) — nejdelsi_cesta(i,T) + p,
m Zdroj, ktery da nejvetsi zpozdeéni L., hazveme Uzkym
hrdlem (bottleneck) a pro néj ziskany optimalni rozvrh
pridame do reseni.

B, |C,
p 5 3
r 13| 24
3 21| 27
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" T Preusporadani

Kvalitu ziskaného Castecného reseni

se mizZeme jesté pokusit vylepsit

pre-rozvrzenim jiz hotovych zdroju.
vezmeme libovolny jiz rozvrzeny zdroj X (kromé

posledné rozvrzeneho) a jeho disjunktivni hrany
odstranime z grafu

znovu vyresime problem 1| ry | Loy
s operacemi zdroje X a ziskané reseni pridame
do grafu
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" E———Algoritmus v kostce

Algoritmus Shifting Bottleneck (posouvani Uzkého hrdla)
m zaCneme s grafem obsahujicim pouze konjunktivni hrany

m analyzujeme jednotlivé dosud nerozvrzené zdroje
vytvofime a vyresime prislusne problemy 1] r; | L,y
m vybereme zdroj, ktery je Uzkym hrdlem, a jeho optimalni
rozvrh pridame do grafu
m pokusime se preusporadat jiz rozvrzené zdroje

m cely postup opakujeme tak dlouho, dokud nerozvrhneme
vsechny zdroje

Poznamka:

m Jedna se o heuristicky algoritmus, ktery negarantuje
nalezeni optimalniho reseni
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