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_ Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,d,q,,F),
kde Q,X,q,,F jsou jako u TS a § : (Q-F)xX— P(QxXx {-1,0,1}).
Slovo w je pfijimano nedeterministickym Turingovym strojem T, pokud
existuje néjaky vypocéet q,w —* upv, pEF.
Tvrzeni: N Turingovy stroje pfijimaji pravé rekurzivné spocetné jazyky.
Dukaz (neformalné):
Ukazeme, ze vypocty NTS lze modelovat pomoci TS.
Pozor! Nelze pouzit podmnozinovou konstrukci (kvuli pasce)!
TS modeluje vSechny vypoéty NTS prohledavanim do sirky

* Na pasce mizeme mit vSechny
konfigurace v hloubce k (paska je
nekone€na), nebo

* miZeme generovat ,,popis®
vypoctu (posloupnost pravidel) a

Y vzdy k nému dopocitat vyslednou
smax [3(a,x)| konfiguraci
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Linearné omezené automaty

Jesté potrebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky.

Pfipomenme, ze kontextovou gramatiku dostaneme
z libovolné monoténni gramatiky

Linearné omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS,
kde na pasce je oznacen levy a pravy konec (l, r).
Tyto symboly nelze pfi vypoctu prepsat a nesmi se jit
nalevo od | a napravo od r.

Slovo w je pfijimano linearné omezenym automatem, pokud
qolwr " upv, peF.

Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat
pfi jeho pfijimani nesmi prekrogit jeho délku

u monoténnich (kontextovych) derivaci to neni problém:
zadné slovo v derivaci neni delSi nez vystupni slovo
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Od kontextovych jazykt k LOA

Kazdy kontextovy jazyk lze pfijimat pomoci LOA.
Dukaz:
derivaci gramatiky budeme simulovat pomoci LOA
pouzijeme pasku se dvéma stopami (vétsi abeceda)

I w
I'Ts r

1) slovo w dame do horni stopy a na za¢atek dolni stopy dame S
2) prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G

2.1) nedeterministicky vybereme ¢ast k prepsani

2.2) provedeme piepsani dle pravidla (prava ¢ast se odsune)

[ulalx]p]v]

aXp—>ayB

[uloaly[pTv]

odsunuti

3) pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovname ji
s prvni stopou (slovo pfijmeme ¢i zamitneme)
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_Od LOA ke kontextovym jazykim

LOA prijimaji pouze kontextové jazyky.
Dukaz:

potiebujeme prevést LOA na monoténni gramatiku
tj. gramatika nesmi generovat nic navic!

vypocet ukryjeme do ,,dvoustopych® neterminalt

1) generuj slovo ve tvaru (aO![qO!!,aO])!(a1!a1)"'-;(an![an![])
stav a okraje musime ukryt to neterminalt

w
dgl,a [ agr

2) simuluj praci LOA ve ,,druhé” stopé (stejné jako u TS)

3) pokud je stav koncovy, smaz ,,druhou” stopu

specialné je potreba osetfit pfijimani prazdného slova
pokud LOA p¥ijima A, pfidame specialni startovaci pravidlo
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Chomského hierarchie

Cﬂ!i? gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky ~,)
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky =)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awg,
XEV,, o,E(V,, U V)*, we(V,, U V)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla

gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky )
pouze pravidla ve tvaru X—w, X&V,, we(V, U V,)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky /)
pouze pravidla ve tvaru X—wY, X—w, X, YEV,, weV,*
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Rekurzivni jazyky

Co se stane, kdyz TS nepfijima néjaké slovo?
a) vypocet skonéi v nekoncovém stavu
b) vypocet nikdy neskongci
protoze vypocet neskongcil, nevime, zda slovo do jazyka patii
Rikame, ze TS T rozhoduje jazyk L, pokud L=L(T) a pro
kazdé slovo w je vypocet stroje nad w konecny.
Jazyky rozhodnutelné TS nazyvame rekurzivni jazyky.
Véta (Postova): Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L a
doplnék L jsou rekurzivné spocetné.
Dlkaz:
mame Turingovy stroje T, proL a T, pro -L
pro dané slovo w naraz simulujeme vypoéet T,i T,
T, a T, rozpoznavaji komplementarni jazyky,
tedy po koneéném poctu krokt vime zda we&k

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

roblém zastaveni TS

Existuje rekurzivné spocetny jazyk, ktery neni rekurzivni?
ANO

Problém zastaveni Turingova stroje (halting problem) je
algoritmicky nerozhodnuteiny.
Neexistuje algoritmus, ktery by pro dany kéd TS a dany
vstup rozhodl, zda se TS zastavi.

Dukaz (neformalné):

— vychazi z existence univerzalniho TS (Turinglv stroj,

ktery simuluje vypocet jiného TS nad danym vstupem)
U(T,X) =T(X) T je kod stroje, X jsou vstupni data

— muzeme udélat stroj P(X), ktery se na datech X zastavi
pravé kdyz U(X,X) se nezastavi

— U(P,P) vede ke sporu: P(P)| <« U(P,P)t < P(P)}
(diagonalni metoda)
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_ Postiv korespondenéni problém

Postovym korespondenénim problémem (PKP) nazyvame koneény
seznam dvojic neprazdnych slov [u,,v,],..., [u,,V,].

Rikame, ze Postlv korespondenéni problém ma fe$eni, pokud existuji

indexy iy,... i tak, ze 1< i; <n a u, U;,...u; =V V...V

Rikame, ze Postlv korespondenéni problém ma inicialni fe$eni, pokud

existuji indexy iy,... iy tak, Ze 1< i; =n a uyu; U;,... U = V4V, ViV,

Véta: PKP je algoritmicky rozhodnutelny, pravé kdyz je algoritmicky
rozhodnutelné zda PKP ma inicialni feseni.

Dukaz:
PKP s inicialnim feSenim = PKP (staci vyzkouSet vSechny zacatky)
PKP => PKP s inicialnim feSenim

znaceni a,a,...a," =a,® a,®...a,* ‘a;a,...a, =°a,® a,®...a,

Xq =0 Uy Xjuq TUS, Xpyp = @

Vi=Vy Vi =Y Y =0 @

PKP s u,v ma inicialni feSeni pravé kdyz PKP s x,y ma reseni
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__Algoritmicka nerozhodnutelnost PKP

Existence inicialniho feSeni PKP neni algoritmicky rozhodnutelna.
Dukaz:
vypocet TS pro slovo w prevedeme na PKP

u v u v
+ +eqow+ xqy q qeF
X X xeX xq+ q+
+ + +qy +q

++ +
px | ay |8(p.x)=(a.y.0) g

p+ qy+ 3(p,e)=(q,y;0)
22 yq 3(p,x)=(q,y;,*+1)
p+ yg+ 3(p.e)=(q,y,+1)
zpx qzy 3(p,x)=(q,y;,-1)
zp+ qzy+ | 8(p,e)=(a,y,~1)
+px +qey | 3(p,x)=(q,y;-1)

u: K, + K1 H +
v: K+ .. + K, . tTqt

— A i
vypocet mazani
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PKP ma inicialni reSeni
< TS se zastavi nad w

Algoritmicka rozhodnutelnost u BKJ

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné,
zda dané slovo patfi €i nepatfi do jazyka.
— umime A €EL(G) (S=*\)
— pro ostatni slova pouzijeme ChNF (X - YZ, X — a)

v kazdé derivaci se délka slova zvétSuje nebo roste pocet
terminalnich symbolu (tj. v derivaci neni cyklus!)

na terminalni slovo délky n pouzijeme pravé (2n-1) pravidel
derivaci pro vSechna slova délky n je koneéné

muiizeme postupné vyzkouset vS§echny derivace vedouci ke
sloviim dané délky, napfiklad prohledavanim do hloubky

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné,
zda je jazyk prazdny.
umime zjistit, zda z S Ize generovat terminalni slovo
(algoritmus redukce)
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Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Pro bezkontextové gramatiky G,,G, je algoritmicky nerozhodnutelné
zda L(G,) NL(G,)=3.

Dukaz: prevedeme PKP na dany problém
mame PKP [u,,v.],..., [u,,V,]
zvolime nové terminadly a,,...,a, pro kédy indexu
G,: S—uSa | ua generuje slova u;,... U, a;... a
G,: S—v;Sa | va generuje slova v, ... v, a, ... a
PKP ma feseni pravé kdyz L(G,) NL(G,)=J
u-cast = v-cast + slozky a, zajist'uji stejné poradi

i

i

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika

viceznacna.
Dukaz:
$—=8§,1S,

S; = usS;a |ua,
S, = vS:a | via,
PKP ma reSeni pravé kdyz je gramatika viceznac¢na
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__DalSi algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda L(G)=X* pro BKG G.
Dukaz:
G,:S—uSa |ua generuje slova u,,... u, a, ... a
G,:S—vSa |va generuje slova v,,... v, a,... a;,
jazyky L(G,), L(G,) jsou deterministickeé, tedy -L(G,) a -L(G.) jsou
deterministické BKJ a -L(G,) U -L(G,) je BKJ
mame BKG G takovou, ze L(G) = -L(G,) U -L(G.)
PKP ma reSeni < L(G,) N L(G,)=d < L(G) = -L(G,) U -L(G,) = X*

Poznamka: L(G) = J je algoritmicky rozhodnutelné.

1

Dusledky: Nelze algoritmicky rozhodnout, zda
L(G) =R, pro BKG G a regularni jazyk R (dikaz: za R zvolme X*)
R C L(G), pro BKG G a regularni jazyk R (diikaz: za R zvolme X*)
L(G,) = L(G,), pro BKG G, a G, (dukaz: necht’ G, generuje X*)
L(G,) CL(G,), pro BKG G, a G, (diikaz: necht G, generuje X*)
Poznamka: L(G) C R je algoritmicky rozhodnutelné
L(G) €ER « L(G) N -R=Z + (L(G) N -R) je BKJ
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_Shrnuti_

popis nekoneénych objektii koneénymi prostiedky
regularni jazyky
koneéné automaty (NKA,2KA)
Nerode, Kleene, pumpovani
bezkontextové jazyky
zasobnikové automaty (DZA)
Dyckovy jazyky, pumpovani
kontextové jazyky
linearné omezené automaty
monotonie
rekurzivné spocetné jazyky
Turingovy stroje
algoritmicka nerozhodnutelnost

pouziti nejen pro praci s jazyky!
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