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Chomského normalni forma

Podivejme se nyni na derivaéni stromy.
Jak odhadnout vySku stromu podle délky slova?

Definice: Rikame, ze gramatika je v Chomského normalni
formé (tvaru), jestlize vSechna pravidla maji tvar:
X — YZ nebo X — a, kde a€V, X,Y,ZEV,,.

K €emu je tento tvar dobry?

Derivacni strom je (skoro) binarni.
Je-li maximalni cesta délky k, potom terminalni slovo < 2k-1.
Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Véta: Ka kazdému bezkontextovému jazyku L existuje
bezkontextova gramatika G v Chomského normalni
formé takova, ze L(G) = L - {A}.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prevod na Chomského NF

Povoleno pouze X — YZ nebo X — a, kde a€V, X,Y,ZEV,,.
Vime:

pravidla A—B lIze odstranit (viz regularni gramatiky)

pravidla A—A\ Ize odstranit (maximalné prijdeme o A)
Dale:

pravidla tvaru X — a, kde a€V; jsou v poradku

zbyvaji pravidla tvaru X — B,... B, k=2, BV UV,

vytvofrime pravidlo X — C,... C,, kde:

c =B, je-liBgV,
=B je-li BV (Bf; je novy neterminal)
+ pfidame pravidla B, — B;
pravidlo X — C,... C,, k=3 nahradime pravidly:

X-c¢,b, b,—»C,D,,...,D.—C,C,
D, jsou nové neterminaly
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Priklad prevodu na Chomského NF

Piavodni gramatika
A—-B]|C

B — 0B1]| 01
C—-D|E
D—-1D0|1
E—-O0E|O

Po odstranéni X - Y
A—-0B1|01|1DO|1|O0E|O
B — 0B1] 01

_C = 1DOHHOETT
D—1D0 |1

E—O0E|O

Po nahrazeni terminali
A—-NBJ|NJ|JDN|1|NE]|O
B — NBJ | NJ

D—-JDN |1

E—-NE|O

N—=0

J—=1

Chomského normalni forma
A—=NA,[NJ|JA,|1|NE]|O
A, —=BJ

A, = DN

B — NB, | NJ

B, - BJ

D—JD, |1

D, — DN '
E—-NE|O

N—-0

J—=1
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Pumping lemma pro bezkontexové jazyky

Lemma o vkladani: Necht’ L je bezkontextovy jazyk.
Potom existuji pfirozena éisla p, q takova, ze kazdé
slovo z€L, |z|>p Ize psat ve tvaru z =uvwxy a plati:

1) lvwx|<q (pumpovaci €ast neni moc dlouhd)
2) bud’ v =A nebo x=A (Ize psat vx=A )
3) Vi=0 uviwxiyeL

Idea diikazu:

vezmeme derivaéni strom pro slovo z

v derivaénim stromu najdeme nejdelSi cestu

na této cesté najdeme dva stejné neterminaly

tyto neterminaly uréi dva podstromy
podstromy definuji rozklad slova

nyni miZzeme vétsi podstrom posunout (i>1)

nebo nahradit mensim podstromem (i=0)
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Dukaz lemma o vkladani pro BKJ

|z|>p : z =uvwxy, |[vwx|=<q, vX=A, Vi=0 uviwxiycL

vezmeme gramatiku v Chomského NF (slova A nevadi)
[VnI=k, polozme p = 21, q = 2k
|z] > 21, v libovolném derivaénim stromu je cesta délky >k
na této (nejdelSi) cesté musi lezet dva stejné neterminaly a terminal t
vezmeme dvojici A', A2 nejblize k t (uréuje podstromy T a T?)
cesta z A' do t je nejdelSi v podstromu T' a ma délku maximalné k+1
tedy slovo dané stromem T neni del$i nez 2k (Jvwx|<q))
z A" vedou dvé cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx=A
derivace slova (A" =* vA2x, A2 =*w)
S =* uA'ly =* uvA2xy =* uvwxy
posuneme-li Az do A (i=0)
S =* UA%y =* uwy
posuneme-li A' do Az (i=2,...)
S =* uA'ly =* uvA'Xy =* uvvA2xxy =* uvvwxxy
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Pouziti lemma o vkladani

Jak ukazat, ze dany jazyk neni bezkontextovy?
Priklad 1: L = {a@'bic' | i = 1} neni bezkontextovy jazyk
sporem
zvolme n = max(p,q), potom |a"b"c"| > p
pumpovaci slovo neni delSi nez q
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva rtizné symboly
porusi se rovnost poc¢tu symbolli - SPOR

Priklad 2: L = {a'bick | 0< i < j < k} neni bezkontextovy jazyk
sporem
zvolme n = max(p,q), potom |a"b"c"| > p
pumpovaci slovo neni delSi nez q
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva rtizné symboly
pokud pumpujeme a (pfipadné b), pumpujeme nahoru
pokud pumpujeme c (pripadné b), pumpujeme dolu
potom i>k (at, c}) nebo j>k (bf, c|) nebo i>j (af, b}) - SPOR
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Kdy lemma o vkladani nezabere

Pozor! Lemma o vkladani je pouze implikace!
BKJ => Ize pumpovat (nutna podminka bezkontextovosti)
nejedna se o podminku postacujici

Priklad:
L = {albickd' | i=0 v j=k=I} neni bezkontextovy jazyk
presto lze pumpovat
i=0: bickd' Ize pumpovat v libovolném pismenu
i>0: alb"c"d" Ize pumpovat v ¢asti obsahujici a

Jak na to?

— zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
pumpovani vyznaéenych symbolt
— uzaveérové viastnosti
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Nekoneénost bezkontextovych jazyku

Pro kazdy BKJ L existuji pfirozena ¢isla m, n takova, ze:
L je nekoneény <« JzEL m<|z|=n.

Duakaz:
z lemmatu o vkladani mame p a q, polozme: m = p, n = p+q
!!<=“
p<|z|, tedy z Ize pumpovat = jazyk je nekone¢ny
”=> “
jazyk je nekonecny = 3z€L p=m < |z|
vezmeme nejkratsSi takové z a potom |z| < n=p+q
sporem: necht’ p+q < |z|, Ize pumpovat dolu, tj. |z| < |z]|
odstranujeme ¢ast o max. velikosti q, tedy p < |z‘| - SPOR

Rychlejsi algoritmus:
vezmeme redukovanou gramatiku G v ChNF tz. L=L(G)
udélame orientovany graf
vrcholy = neterminaly, hrany = {(A,B), (A,C) pro (A—BC)-€ P(G)}
hledame orientovany cyklus (existuje = jazyk je nekonecny)
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Algoritmus CYK (Cocke, Younger, Kasami)

Jak zjistime prislusnost slova a,a,...a, do BKJ?
vezmeme gramatiku v ChNF
a podle ni vyplnime nasledujici tabulku (dynamické programovani)

myslenka: X;; = {A | A =* aa;,4...a}

- zacneme: X;; ={A | (A —> a) EP}

pokragujeme: X;; = {A | Ik:isk<j BEX;, r» CEX,.4; A (A — BC)eP}
— pokud S € X, ,, potom a,a,...a, patfi do jazyka

S—AB|BC

X A—BA|a

& {S,A,C} B—CC|b
%% - {sAcy |C—ABla
Xiy Koa) X35 - {B} {B}
Xip Xy Xy X5 {S,A} {B} {S,C} {S.A}
Xig Xyp Xz Xyg Xss {B} {AC} {AC} (B} {AC}
a, a, a, a, as b a a b a
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Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

¢tené slovo

\V

Pokud do zasobniku pouze pridavame
e potom si sta¢i pamatovat posledni symbol.
E Staci konecna pamét’ — konecny automat.

Potiebujeme ze zasobniku také odebirat (¢teni symbolu)!
Takovy proces nelze zaznamenat v konecné strukture.
Pridavani a odebirani ale neni zcela libovolné
jedna se o zasobnik tj. LIFO (last-in first-out) strukturu
Roztahnéme si vypocet se zasobnikem do linearni struktury .
X - symbol pfidan do zasobniku . Y
X! - symbol odebran se zasobniku e ./

Z'BAA"'CC'B"1
— | — (W |

Pridavany a odebirany symbol
tvori par, ktery se v celé poslaupnosti
chova jako zavorka!
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__Dyckovy jazyky

Dyckuv jazyk D, je definovan nad abecedou
Z, ={a,a‘y,...,a,,a‘ } nasledujici gramatikou:
S—»A|SS|a,Sa‘|...|a,Sa’,.

Uvodni pozndamky:
— Jedna se ziejmé o jazyk bezkontextovy.
— Dyckuv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy
s n druhy zavorek.
— Timto jazykem lze popisovat vypocty libovolného
zasobnikového automatu.
— Pomoci Dyckova jazyka Ize popsat libovolny bezkontextovy
jazyk. —
Regularni jazyk
popisuje vSechny kroky vypoctu

L = h(DNR)

Dyckuv jazyk
vybira pouze korektni vypocty

Homomorfismus
Cisti pomocné symboly
Automaty a gramatiky, Roman Bartak
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__Dyckovy jazyky a bezkontextové jazyky

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R tak, ze
L=h(DNR) pro vhodny Dycktv jazyk D a homomorfismus h.
Dikaz:
mame zasobnikovy automat pfijimajici L prazdnym zasobnikem
BUNO instrukce tvaru §(q,a,Z)3(p,w), |w|<2
necht’ R‘ obsahuje vS8echny vyrazy
g'aa'Z'BAp  pro instrukci §(q,a,Z)3(p,AB)
podobné pro instrukce §(q,a,Z)3(p,A) a 8(q,a,Z)3(p,\)
je-li a=A, potom dvojici aa*! nezafazujeme
definujme R takto Z,q,R*Q""
Dyckiiv jazyk je definovan nad abecedou XUX'UQU Q'UY U Y-
DN Z,q,R*Q"" popisuje korektni vypocty

f \ ) [ f )]
Z,q,9,'aa'Z,"BAp p'bb'A"'q q'cc’'B'r .r!
- J kk J

homomorfismus h vydéli prectené slovo, tj.
h(a)=a pro vstupni (€tené) symboly
h(y)=A pro ostatni symboly
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__Prinik bezkontextovych jazyku

Bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na prunik.
Dudkaz:

staci najit dva BKJ, jejichz prinik neni BKJ

L, = {albici | 0<i,j} {S— AC, A —aAb |2, C — cC|A}

L, = {albici | 0<i,j} {S— AB, A — aA |\, B — bBc | A}

L, N L, = {aibic’ | 0= i} neni BKJ (vime z pumping lemmatu)

Pozorovani:
paralelni béh dvou zasobnikovych automatt
fidici jednotky umime spojit (viz kone¢né automaty)
¢teni umime spojit (jeden automat muize ¢ekat)
bohuzel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho
dva zasobniky = Turingllv stroj
= rekurzivné spocetné jazyky
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_ Pranik bezkontextového a regularniho jazyka

(Deterministické) bezkontextové jazyky jsou uzaviené na
prunik s regularnim jazykem.

Duikaz:

zasobnikovy a koneény automat mizeme spojit
koneény automat A, =(Q,,X,d,,9,,F,)
zasobnikovy automat (pfijimani stavem) M, =(Q,,X,Y,0,,d,,Z,,F,)
novy automat M = (Q, x Q,, X, Y, d, (q4,d,), Zy, F4 x F,)
((p*,g°), u) € 8((p,q),a,Z) pravé kdyz
* a=A: p‘Ed(p,a) A (9°,u)Ed,(9,a,Z) ... automaty Etou vstup
+ a=A: (g,u) € d,(q,M2) ... ZA méni zasobnik
p‘=p ... KA stoji

ziejmé L(M) = L(A,) N L(M,)
paralelni béh automatt
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_ Pouziti uzavienosti praniku BKJ a RJ

L = {a'bickd' | i=0 v j=k=I} neni bezkontextovy jazyk
SPOREM:
necht’ L je bezkontextovy jazyk
L, = {abicid¥ | 0< i,j,k} je regularni jazyk
S—aB, B>bB|C, C—cC|D, D—dD|A
L N L, = {abic'd’| 0< i} neni bezkontextovy jazyk - SPOR

L je kontextovy jazyk

S—>B‘|aA

B‘— bB‘| C, C‘—cC‘|D, D‘—dD‘|A

A—>aA|P

P — bPCD | A

DC — CD {DC - XC, XC — XY, XY — CY, CY = CD}

bC — bc, cC — cc, cD — cd, dD — dd
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__Sjednoceni a doplnék BKJ

Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na sjednoceni.
pouzijeme gramatiky (pro ZA nedeterministicky rozeskok na startu)
Li=L(Gy) G4 =(VyN1,V11,54,Py)

L=L(G,) G, = (VN2 V12S2P)
muizeme predpokladat, ze V, NV, = J (jinak pfejmenuj)
udélame gramatiku:

G = (VN UV U{S}, Vi UV, S, PLUP, U{S = §,|S,})
ziejmé L(G) = L(G,) U L(G,)

»pocCitd“ jedna nebo druha gramatika

Bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na dopinék.
sporem podle de Morganovych pravidel
L,NL,=~(-L, U-L,)
bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na prinik - SPOR
v ZA nestaci prohodit koncové a nekoncové stavy!
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_ Zrcadlovy obraz, zietézeni a iterace

Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na zrcadlovy obraz,
zietézeni, iteraci a pozitivni iteraci.

1) zrcadlovy obraz LR = {wR | weL}
G: X — wR (obratime pravou stranu pravidel)
ZA: slova do zasobniku davame ,,opa¢né*

2) zietézeni L, . L,
G: S — §,S, (nejprve generujeme prvni slovo, potom druhé)
ZA: nejprve bézi prvni automat, potom druhy

3) iterace L* = U, L
G: S‘ — SS‘| A (opakované spoustime generovani slov z jazyka)
ZA: na konci vypocétu mizeme restartovat + prazdné slovo

4) pozitivni iterace L* = U, L
G: S‘ — SS*| S (opakované spoustime generovani slov z jazyka)
ZA: na konci vypoétu miizeme restartovat
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_ Substituce a homomorfismus

Substituce o prevadi slova na jazyky
o(A) = {A}, o(x) = jazyk
o(uv) = o(u). o(v)

o(L) = Uye o(w)
Trida T jazyku je uzaviena na substituci, kdyz:
VaeEX o(a)€T A LET = o(L)ET

o1 X* = P(Y*)

Homomorfismus prevadi slova na slova
h(A) = A, h(x) =slovo
h(uv) = h(u) . h(v)
h(L) = {h(w) | weL}

h: X* — Y*

Inverzni homomorfismus prevadi slova zpét
h(L) ={w | h(w)EL}
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Uzavienost BKJ na substituci

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na substituci.
intuitivné: listy v derivaénim stromu generuji dalSi stromy
formalné:

mame bezkontextovy jazyk L, tj. gramatiku Gy = (Vyq,V10,S0,Po),
pro kazdy terminal a; z V4, o(a;) je bezkontextovy jazyk - gramatika G;
predpokladejme, Ze mnoziny neterminalli jsou navzajem disjunktni
a ze zadny terminal neni v jiné gramatice neterminalem
definujme G = (UoVni» U1 V1is So P), kde
P =U,,P,UP*aP’ =P, kde kazdy terminal a, je nahrazen S,
ziejmé: L(G) = o(L,)
Priklad:
L, = {a'bi | O<isj} Sy —aSyb | Sb | A
o(a) =L, ={cid' | 0=i} S,—cS,d|A
a(b) =L, = {c'| 0=i} S,—cS, |\
a(L,): Sy —8,5,S,|SS,|A S;—cS,d|A, S,—>cS,|A

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfismus.
primy disledek predchozi véty (terminal nahradime slovem)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak
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_Inverzni homomorfismus
Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na inverzni homomorfismus.
h-(L) = { w | h(w)EL} - mame zasobnikovy automat M pro L a ¢teme w

idea:
— precéteme pismeno x a do vnitiniho bufferu dame h(x)
— simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme z bufferu
— po vyprazdnéni bufferu nacteme dal$i pismeno ze vstupu
— slovo je prijato, kdyz je buffer prazdny a M je v koncovém stavu

formalné:
buffer je koneény, miizeme ho tedy modelovat ve stavu
pro L mame M = (Q,X,Y,9,90,Z,,F) (pfijimani koncovym stavem)

h: A* — X*
definujme M‘ = (Q5, A, Y, &,[qy.Al, Z,, Fx{\A}), kde
‘={[q,u] | q€Q, ueX*, JacA IveX* h(a)=vu}, u je buffer
¥(q,ul,»2) = {(lp,uly) | (p,Y) €E8(q, A, 2) }
U {([p,vl.Y) | (p,Y) €E8(q, b, Z)} ... u=bv (cte buffer)
d([g, M, a, 2) = {([g,h(a)], 2) } ... napliiuje buffer
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__Kvocienty s regularnim jazykem

Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na levy (pravy)
kvocient s regularnim jazykem.

R\L ={w | JueR uwel}, L/R = { u | 3weR uwel}

idea:
— ZA bézi na prazdno (necte vstup) paralelné s KA
— je-li KA v koncovém stavu, miizeme zacit €ist vstup

formalné:
koneény automat A, = (Q,,X, 6 4,q,,F,)
zasobnikovy automat M, = (Q,,X,Y,0,,9,,Z,,F,) (pfijimani koncovym stavem)
definujme novy automat M = (Q°, X, Y, 3, (q,,9,), Z,, F,), kde
Q'=(Qx Q) U Q, (dvojice stavti pro paralelni béh ZA a KA)
((p,a), 2, 2) = {((p’a),u) | JaEX p’Ed,(p, a) A (4',u)ED,(q, a, Z)}
U {((p,a’)u) | (q’,u) E35(a, 1, Z) }
U {(a,Z) | pEF}
d'(q, a, 2) =9,(q, a, Z) aeX U{A}, geQ,
ziejmé L(M) = L(A,)\L(M,)
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Uzavérové vlastnosti deterministickych BKJ

Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické BKJ.
Deterministické bezkontextové jazyky:

— nejsou uzaviené na prunik,

— jsou uzaviené na prunik s regularnim jazykem,

— jsou uzaviené na inverzni homomorfismus.

Doplnék deterministického BKJ je opét deterministicky BKJ!
»prohodime koncové a nekoncové stavy“
potizZe:
* nemusi precist celé vstupni slovo
— krok neni definovan (napf. vyprazdnéni zasobniku)
snadno osetfime ,,podlozkou‘ na zasobniku
— cyklus (zasobnik roste, zasobnik pulsuje)
odhalime pomoci citace
+ po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
staci si pamatovat, zda prosel koncovym stavem
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__Uzavérové vilastnosti DBKJ v praxi

DBKJ nejsou uzaviené na sjednoceni (BKJ ano)!
Priklad:
L = {a'bick | i=j v j=k v i=k} je BKJ, ale neni DBKJ
sporem: necht’ L je DBKJ
potom -L (doplnék) je DBKJ
-L N a*b*c* = {a'bick | i=j=k} je DBKJ - SPOR

DBKJ nejsou uzaviené na homomorfismus (BKJ ano)!
Priklad:

L, = {albick | i=j} je DBKJ

L, = {albick | j=k} je DBKJ

0L, U 1L, je DBKJ, 1L, U 1L, neni DBKJ

polozme h(0)=1

h(x) = x pro ostatni symboly
h(OL, U 1L,) =1L, U 1L,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak
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